
ŘEŠENÍ

Cvičeńı 1.
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Řeš́ıme rovnici g(p̂n) = X̄n, výsledkem je

p̂n =
X̄n

X̄n − 1
.

Cvičeńı 2. Označme X = počet gól̊u vstřelených za zápas. Předpokládáme, že X ∼ Po(λ) s nějakým
neznámým parametrem λ > 0. Bud’te X1, ..., Xn nezávislá pozorováńı, která maj́ı stejné rozděleńı jako X.

(a) EX = λ, a tedy odhad momentovou metodou je λ̂n = X̄n. Pak Eλ̂n = λ, a tedy odhad je nestranný.
Dále varλ̂n = varX

n = λ
n . Z Čebyševovy nerovnosti máme

P(|λ̂n − λ| > ε) ≤ varλ̂n
ε2

=
λ

nεn
.

Výraz na pravé straně konverguje pro n→∞ k nule pro všechna ε > 0, a tedy λ̂n je konzistentńım odhadem
parametru λ.

(b) nestrannost:

Eλ̌n = λ, Eλ̃n =
n

n− 1
λ,

a tedy λ̌n je nestranný, zat́ımco λ̃n neńı nestranný.
konzistence:

P(|λ̌n − λ| > ε) = P
(∣∣∣∣X1 +Xn

2
− λ
∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣X1 +X2

2
− λ

∣∣∣∣ > ε

)
výraz na pravé straně nezáviśı na n a jistě existuje ε > 0 takové, že je nenulový. Odhad λ̌n tedy neńı
konzistentńı.

Ekvivalentńımi úpravami pro absolutńı hodnotu dostaneme

P(|λ̃n − λ| > ε) = P
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(ε− λ/n)2
n→∞−−−→ 0.

Odhad λ̃n je konzistentńı.
(c) Jako odhad pro p6 := P(X = 6) zvoĺıme např́ıklad

p̂6 =
1

n

n∑
i=1

1{Xi = 6}.

Alternativně ze znalosti p6 = λ6

6! e
−λ můžeme zvolit odhad

p̃6 =
λ̂6n
6!
e−λ̂n .
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Cvičeńı 3. Výsledek př́ıkladu pro př́ıpad cvičeńı 10:40. Označme X = počet dorazivš́ıch student̊u na cvičeńı
z pravděpodobnosti a statistiky z celkového počtu 23 zapsaných student̊u. Pak X ∼ Bi(23, p) s nějakým
neznámým parametrem p ∈ (0, 1). Na základě nezávislých pozorováńı X1, ..., Xn chceme odhadnout hodnotu
p.

(a) EX = 23p, odhad momentovou metodou je tedy

p̂n =
X̄n

23
.

(b) Pro hodnoty X1 = 21, ...., X6 = 18 ze zadáńı dostaneme dosazeńım

p̂6 =
21 + 21 + 20 + 18 + 18 + 18

6 · 23

.
= 0.84.

(c) Chceme odhadnout θ := P(X > 20). Odhad na základě empirické distribučńı funkce je

θ̂n = 1− 1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ 20} =
1

n

n∑
i=1

1{Xi > 20}.

Tento odhad je nestranný i konzistentńı. Konzistenci lze ověřit opět z Čebyševovy nerovnosti. Daľśı možnost
je odhad na základě vztahu

P(X > 20) = P(X = 21) + P(X = 22) + P(X = 23) =

(
23

21

)
p21(1− p)2 + 23p22(1− p) + p23

a odhadu z (a), tj.

θ̃n =

(
23

21

)(
X̄n

23

)21(
1− X̄n

23

)2

+ 23

(
X̄n

23

)22(
1− X̄n

23

)
+

(
X̄n

23

)23

(d) Podobně jako v (c)
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